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1. Johdanto
Ta¨ma¨n tutkielman tarkoituksena on tutkia aritmeettista derivaattaa. Arit-
meettinen derivaatta on ma¨a¨ritelty vasta muutamia kymmenia¨ vuosia sitten,
vaikka sen alkupera¨ saattaa hyvinkin olla kaukana historiassa. Luvun n arit-
meettinen derivatta n′ perustuu vahvasti luvun alkutekijo¨ihin. Alunperin on
nimenomaan ollut kyse luonnollisten lukujen ominaisuuksista ja jaosta alku-
tekijo¨ihin. Tekijo¨ihin jaon avulla voidaan selvitta¨a¨ yksiselitteinen muoto deri-
vaatan lausekkeelle ja laajentaa ta¨ta¨ koskemaan myo¨s negatiivisia kokonaislu-
kuja. Myo¨hemmin ka¨sitetta¨ on laajennettu koskemaan seka¨ rationaalilukuja,
etta¨ joitain irrationaalilukuja.
Tutkielman alussa esitella¨a¨n yleisia¨ ma¨a¨ritelmia¨, joita ka¨yteta¨a¨n myo¨hemmin
hyva¨ksi. Ta¨ma¨n ja¨lkeen ma¨a¨ritella¨a¨n aritmeettinen derivaatta luonnollisilla lu-
vuilla seka¨ tutkitaan aritmeettisen derivaatan ominaisuuksia. Luvussa tutki-
taan myo¨s osama¨a¨ra¨n derivaattaa seka¨ negatiivisten kokonaislukujen derivoin-
tia.
Seuraavassa luvussa on tarkoitus laajentaa aritmeettisen derivaatan ma¨a¨ritelma¨a¨
koskemaan myo¨s rationaalilukuja. Luvussa pohditaan myo¨s raja-arvon limx→a x′
olemassaoloa. Ma¨a¨ritelma¨n laajennusta jatketaan logaritmin derivaattaan, po-
tenssien derivaattaan seka¨ joidenkin irrationaalilukujen derivaattaan. Tarkoi-
tuksena on myo¨s tutkia ratkaisuja joihinkin differentiaaliyhta¨lo¨ihin ja keskittya¨
nimenomaan ratkaisuiden lukuma¨a¨rien selvitta¨miseen.
Lopussa on viela¨ tarkoituksena tutkia Sophie Germainin lukujen ja Cun-
ninghamin ketjujen ominaisuuksia aritmeettisen derivaatan avulla. Viimeisena¨
pohditaan viela¨ avoimia ongelmia.
22. Yleista¨
Luvussa esitella¨a¨n tutkielmassa yleisesti ka¨ytettyja¨ ominaisuuksia ja ma¨a¨ritelmia¨.
Tutkielman la¨pi luonnollisten lukujen symbolilla N tarkoitetaan lukujoukkoa
{0, 1, 2, ...}.
2.1. Alkuluvut. Alkuluku p on luonnollinen luku p > 1, joka ei ole jaol-
linen muilla positiivisilla kokonaisluvuilla kuin luvuilla 1 ja p. Vastaavasti ne
positiiviset kokonaisluvut, jotka eiva¨t ole alkulukuja, ovat yhdistettyja¨ luku-
ja. Luvun 1 alkulukuihin kuulumisesta on historian saatossa ka¨yty kiivasta
keskustelua. Loppujen lopuksi luvun 1 ei katsota kuuluvan alkulukuihin, silla¨
alkuluvuilla on useita ominaisuuksia, joita luvulla 1 ei ole. Alkulukuja on lo-
puton ma¨a¨ra¨, eli ne muodostavat jonon 2, 3, 5, 7, 11, . . .
2.2. Luvun alkutekijo¨ihin jako. Jokainen yhdistetty luku voidaan ja-
kaa alkulukutekijo¨ihinsa¨. Yhdistetty luku voidaan siis ilmoittaa kahden tai
useamman alkuluvun tulona. Esimerkiksi yhdistetty luku 8 voidaan esitta¨a¨
tulona 2 ·2 ·2, missa¨ kaikki kolme lukua ovat alkulukuja. Puolialkuluku on yh-
distetty luku, joka voidaan esitta¨a¨ tulona kahdesta alkuluvusta. Esimerkiksi
luku 6 on puolialkuluku, silla¨ se voidaan esitta¨a¨ tulona 2 · 3. Mita¨a¨n yksinker-
taista alkutekijo¨ihinjakoalgoritmia ei ole olemassa. Vaikeimpia alkutekijo¨ihin
jaettavia lukuja ovat suuret puolialkuluvut, silla¨ kahden tarpeeksi suuren al-
kuluvun metsa¨sta¨minen voi kesta¨a¨ kauan.
2.3. Ryhma¨. Ryhma¨ on algebrallinen systeemi, jossa on ma¨a¨ritelty yksi
laskutoimitus.
Ma¨a¨ritelma¨ 1. OlkoonG epa¨tyhja¨ joukko. Paria (G, ◦) sanotaan ryhma¨ksi,
jos seuraavat ehdot ovat voimassa:
3G0. ◦ on joukossa G ma¨a¨ritelty laskutoimitus, ts. a ◦ b ∈ G ∀a, b ∈ G;
G1. (a ◦ b) ◦ c = a ◦ (b ◦ c) ∀a, b, c ∈ G (liita¨nta¨laki);
G2. on olemassa sellainen G:n alkio e (ns. neutraalialkio), etta¨
e ◦ a = a ◦ e = a ∀a ∈ G;
G3. jokaista G:n alkiota a kohti on olemassa sellainen G:n alkio a−1 (ns.
ka¨a¨nteisalkio), etta¨
a ◦ a−1 = a−1 ◦ a = e.
Jos lisa¨ksi laskutoimitus on kommutatiivinen, eli vaihdannainen, sanotaan
etta¨ (G, ◦) on kommutatiivinen ryhma¨ eli Abelin ryhma¨.
Ja¨a¨nno¨sluokat mod m muodostavat additiivisen Abelin ryhma¨n (Zm,+),
kun yhteenlasku ma¨a¨ritella¨a¨n a + b = a+ b. Nolla-alkiona on 0 ja alkion a
vasta-alkiona −a.
Esimerkki 2. Ryhma¨ Z3 on siis joukko {0, 1, 2}. Yhteenlasku toimii siis
2 + 0 = 2 ja 2 + 1 = 3 = 0.
Alkion sanotaan viritta¨va¨ ryhma¨n, jos kaikki ryhma¨n ja¨senet voidaan lausua
kyseisen alkion monikertoina. Eli a¨skeisen esimerkin ryhma¨n viritta¨a¨ esimer-
kiksi alkio 1, silla¨ 2 = 1 + 1 ja 0 = 1 + 1 + 1.[4]
2.4. Rengas. Rengas on nyt kahden laskutoimituksen systeemi.
Ma¨a¨ritelma¨ 3. Kolmikkoa (R,+, ·) sanotaan renkaaksi, jos se ta¨ytta¨a¨
ehdot:
R1. (R,+) on Abelin ryhma¨;
4R2. kertolasku · on joukossa R ma¨a¨ritelty laskutoimitus;
R3. a(bc) = (ab)c ∀a, b, c ∈ R;
R4. joukossa R on sellainen alkio 1, etta¨
a · 1 = 1 · a = a ∀a ∈ R;
R5. a(b+ c) = ab+ ac, (a+ b)c = ac+ bc ∀a, b, c ∈ R.
Jos kertolasku on lisa¨ksi kommutatiivinen, sanotaan, etta¨ R on kommuta-
tiivinen rengas.[5]
2.5. Bertrandin postulaatti. Bertrandin postulaatti on lause, jonka mu-
kaan jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle n > 3 on olemassa ainakin yksi
alkuluku p, jolle pa¨tee
n < p < 2n− 2.
Heikompi muotoilu ta¨sta¨ on, etta¨ jokaiselle positiiviselle kokonaisluvulle n > 1
on olemassa ainakin yksi alkuluku p, jolle pa¨tee
n < p < 2n.
Yksi Bertrandin postulaatin seurauksia on, etta¨ alkuluvut mukaanlukien luku
1 muodostavat ta¨ydellisen jonon. Jokainen positiivinen kokonaisluku voidaan
esitta¨a¨ summana alkuluvuista ja luvusta 1 ka¨ytta¨en jokaista lukua aina vain
kerran.
3. Aritmeettinen derivaatta
Ta¨ssa¨ luvussa ma¨a¨ritella¨a¨n arimeettinen derivaatta, seka¨ osoitetaan, etta¨
derivaatta on hyvinma¨a¨ritelty.
5Ma¨a¨ritelma¨ 4. Aritmeettinen derivaatta n′ : N→ Nma¨a¨ritella¨a¨n ka¨ytta¨en
kahta pa¨a¨sa¨a¨nto¨a¨, joissa p olkoon mika¨ tahansa alkuluku seka¨ a ja b mita¨ ta-
hansa luonnollisia lukuja. Ta¨llo¨in
p′ = 1 ja (ab)′ = a′b+ ab′.
Ja¨lkimma¨inen aritmeettisen derivaatan ma¨a¨ritelma¨n sa¨a¨nno¨ista¨ tunnetaan
paremmin Leibnizin sa¨a¨nto¨na¨.
Esimerkki 5. Ma¨a¨riteta¨a¨n luvun 8 aritmeettinen derivaatta.
8′ = (4 · 2)′ = 4′ · 2 + 4 · 2′ = (2 · 2)′ · 2 + 4 · 1
= (2′ · 2 + 2 · 2′) · 2 + 4 = (2 + 2) · 2 + 4 = 8 + 4 = 12.
Lause 6. 1′ = 0 seka¨ 0′ = 0.
Todistus. Ka¨yta¨mme hyva¨ksi todistuksessa Leibnizin sa¨a¨nto¨a¨, jonka pe-
rusteella
1′ = (12)′ = (1 · 1)′ = 1 · 1′ + 1′ · 1 = 2 · 1′ ⇔ 1′ = 0,
0′ = (2 · 0)′ = 2 · 0′ + 2′ · 0 = 2 · 0′ ⇔ 0′ = 0.

Seuraavaksi tulee todistaa, etta¨ aritmeettinen derivaatta on hyvinma¨a¨ritelty.











Todistus. Jotta derivaatta on hyvinma¨a¨ritelty, tulee sen olla yksiselittei-







Ta¨ta¨ varten todistetaan lause.
Lause 8. Ratkaisut funktionaaliseen yhta¨lo¨o¨n L : N→ S,
L(a) + L(b) = L(ab),






missa¨ f : P→ S on mika¨ tahansa funktio alkuluvuilta S:lle.
Todistus. Ensin osoitetaan, etta¨ jokainen yhta¨lo¨n L(a) + L(b) = L(ab)
ratkaisu on muotoa L(n) =
∑k
i=1 αf(pi).

























7Seuraavaksi osoitetaan, etta¨ jokaiselle funktiolla f : P → S on olemassa
L(n) =
∑k









i yhta¨lo¨ssa¨ L(a)+L(b) = L(ab).Ta¨llo¨in
L(a) + L(b) = L(
k∏
i=1























(αi + βi)f(pi) = L(
k∏
i=1
pαi+βii ) = L(ab).
Siis saimme yksika¨sitteisen ratkaisun. 
Nyt siis meilla¨ on yksika¨sitteinen ma¨a¨ritelma¨ derivaatalle, eli ma¨a¨rittelema¨mme
funktio on hyvinma¨a¨ritelty. 






, voimme laskea alun esimerkin uudelleen.
Esimerkki 9.




Seuraavaksi tutkitaan aritmeettisen derivaatan ominaisuuksia. Ta¨rkea¨a¨ arit-
meettisessa derivaatassa on huomata, etta¨ lineaarisuus ei pa¨de yleisesti. Joil-
lakin yksitta¨istapauksilla pa¨tee (a+ b)′ = a′+ b′, mutta yleisesti yhta¨lo¨ ei pida¨
8paikkaansa. Helppo esimerkki lineaarisuuden puuttumisesta on
(2 + 3)′ = 5′ = 1
2′ + 3′ = 1 + 1 = 2.
Lineaarisuuden puuttumisesta seuraa myo¨s se, etta¨ (ab)′′ 6= a′′ + 2a′b′ + b′′.
Tutkitaan siis ensiksi, mita¨ lineaarisuuden voimassaolosta seuraa.
Lause 10. Jos (a + b)′ = a′ + b′, niin kaikille k ∈ N pa¨tee (ka + kb)′ =
(ka)′ + (kb)′.
Todistus. Oletetaan (a+ b)′ = a′ + b′. Ta¨llo¨in
(ka+ kb)′ = (k(a+ b))′ = k′(a+ b) + k(a+ b)′ = k′a+ k′b+ k(a+ b)′
= k′a+ k′b+ ka′ + kb′ = k′a+ ka′ + k′b+ kb′ = (ka)′ + (kb)′.

Sama pa¨tee myo¨s epa¨yhta¨lo¨ille seka¨ voimme laajentaa ne koskemaan line-
aarikombinaatioita,
(a+ b)′ ≥ a′ + b′ ⇒ (ka+ kb)′ ≥ (ka)′ + (kb)′,














Na¨iden todistaminen noudattaa edellisen lauseen todistuksen kaavaa.
Ta¨sta¨ on suoraan johdettavissa seurauksia.
Seuraus 11. (3k)′ = k′ + (2k)′ , (2k)′ ≤ 2k′ , (5k)′ 6= (2k)′ + (3k)′ ,
(5k)′ = (2k)′ + 3k′.
Lause 12. Kaikille k > 1, k ∈ N, jos n′ ≥ n, niin (kn)′ > kn.
9Todistus. Olkoon k > 1, k ∈ N ja n′ ≥ n. Nyt
(kn)′ = k′n+ kn′ > kn′ ≥ kn.

Lause 13. Kun n′ ≥ n, niin kaikille luonnollisille luvuille k > 1 pa¨tee
(kn)′ > kn.
Todistus. Oletetaan n′ ≥ n ja k > 1. Nyt (kn)′ = k′n + kn′ > kn′ ≥
kn. 
Lause 14. Jos n = ppm, missa¨ p on alkuluku ja m ∈ N ja n > 1, niin
n′ = pp(m+m′) ja limk→∞ n(k) =∞.
Todistus. Oletetaan, etta¨ n = ppm. Nyt Leibnizin sa¨a¨nno¨n seka¨ lauseen
7 mukaan
n′ = (pp)′m+ ppm′ = pp · p
p
m+ ppm′ = pp(m+m′).
Alkuoletusten mukaisesti n > 1 seka¨ k ≥ 1. Nyt on selkea¨sti na¨hta¨vissa¨, etta¨
n ≤ n′ seka¨ yleisemmin n(k) ≥ n+ k. 
Lause pa¨tee siis, jos alkuluvun p eksponentti on sama kuin luku itse. Hel-
posti on kuitenkin huomattavissa, etta¨ sita¨ voidaan soveltaa tilanteeseen, jos-
sa eksponentti on suurempi kuin luku itse. Tutkitaan siten tapausta, jossa p:n
eksponentti on pienempi kuin itse luku.
Lause 15. Olkoon luonnollinen luku n jaollinen luvulla pk, missa¨ p on
alkuluku ja k on p:n suurin mahdollinen potenssi, 0 < k < p. Ta¨llo¨in n′ on
10
jaollinen luvulla pk−1 ja k − 1 on p:n suurin mahdollinen potenssi, jolla ta¨ma¨
pa¨tee. Lisa¨ksi kaikki luvut n, n′, n′′, . . . , n(k) ovat eri lukuja.
Todistus. Olkoon n = pkm. Nyt
n′ = kpk−1m+ pkm′ = pk−1(km+ pm′).
Selkea¨sti n′ on jaollinen luvulla pk−1. Termi km + pm′ ei ole jaollinen luvulla
p, silla¨ 0 < k < p, joten k − 1 on suurin mahdollinen p:n potenssi, jolla n′ on
jaollinen. 
Seuraavaksi tutkitaan negatiivisten kokonaislukujen derivointia.
Ma¨a¨ritelma¨ 16. Negatiivisen kokonaisluvun aritmeettinen derivaatta las-
ketaan sa¨a¨nno¨lla¨ (−n)′ = −(n′), missa¨ n ∈ N.
Lause 17. Aritmeettinen derivaatta on yksiselitteisesti ma¨a¨ritelty koko ko-
konaislukujen joukossa.
Todistus. Aloitetaan todistaminen selvitta¨ma¨lla¨ luvun −1 derivaatta.
Ka¨yteta¨a¨n hyva¨ksi tietoa, etta¨ (−1)2 = 1 seka¨ lausetta 6, joiden mukaan
(−1)2 = 1⇒ ((−1)2)′ = 1′ ⇔ 2 · (−1) · (−1)′ = 0⇔ (−1)′ = 0.
Ka¨yteta¨a¨n ta¨ta¨ tietoa nyt hyva¨ksi negatiivisten kokonaislukujen derivoin-
nissa. Olkoon k posiitivinen kokonaisluku. Ta¨llo¨in
(−k)′ = (−1 · k)′ = (−1)′k + (−1)k′ = 0 + (−1)k′ = −(k′).
Na¨in ollen siis aritmeettinen derivaatta on pariton funktio. 
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Seuraavaksi tutkitaan osama¨a¨ra¨n derivointisa¨a¨nto¨a¨. Jos haluamme Leib-
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)′ = a′ · 1
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Osama¨a¨ra¨n derivaatan tulee olla myo¨s yksiselitteisesti ma¨a¨ra¨tty, joten tut-













(a′c+ ac′)bc− ac(b′c+ bc′)
(bc)2
=












Na¨in ollen siis myo¨s osama¨a¨ra¨n derivaatta on hyvinma¨a¨ritelty. 
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5. Aritmeettisen derivaatan laajennukset
Tutkitaan viela¨ lisa¨a¨ aritmeettisen derivaatan ominaisuuksia. Laajenne-
taan sen ka¨sitetta¨ rationaaliluvuille, logaritmin derivaatalle, potenssin deri-
voinnille seka¨ joillekin irrationaaliluvuille.
5.1. Rationaaliluvun derivaatta. Aloitetaan positiivisista rationaali-
luvuista. Helpointa on ma¨a¨ritella¨ rationaaliluvun derivaatta Lauseen 7 osoit-
tamalla tavalla.




i rationaaliluvun x jako alkute-







































) = − 5
36
.
Tutkitaan nyt rationaaliluvun derivaatan ominaisuuksia. Tavoitteena on
osoittaa, etta¨ rationaaliluvun derivaatta on rajoittamaton. Aloitetaan todis-
tamalla, etta¨ aritmeettinen derivaatta on epa¨jatkuva jokaisessa pisteessa¨.
Lause 21. Jokaiselle alkuluvulle p > 3 pa¨tee ( p
p+1















Koska p > 3, niin p− 1 on parillinen. Nyt siis p− 1 = 2m,m > 1, joten
(p− 1)′ = (2m)′ = 2′m+ 2m′ ≥ m+ 2 = p− 1
2
+ 2.












+ 2)− (p− 1)
p2
=
p2 − p+ 2p+ 2
2p2
=




















(p+ 1)p′ − p(p+ 1)′
(p+ 1)2
.
Edelleen p+ 1 on parillinen, joten samalla pa¨a¨ttelyketjulla kuin ylla¨ (p+ 1)′ >
p+1
2














Ottaen huomioon alkuoletuksen p > 3 saadaan p
2
> 1, joten p
2
(p + 1) >









Na¨in ollen siis, kun p > 3, pa¨tee ( p
p+1





Ka¨yteta¨a¨n nyt edellista¨ lausetta hyva¨ksi ja todistetaan rationaaliluvun
aritmeettinen derivaatta rajoittamattomaksi, kun rationaaliluku x la¨hestyy
toista rationaalilukua a.
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Lause 22. limx→a x′ ei ole olemassa milla¨a¨n a ∈ Q.
Todistus. Ma¨a¨ritelma¨n 16 mukaan (−x)′ = −x′, joten voidaan rajoittau-
tua tutkimaan pelka¨sta¨a¨n ei-negatiivisia lukuja. Lauseen 21 mukaan nyt siis
pa¨tee ( p
p+1























































Na¨in ollen siis yleistettyna¨ saadaan limx→a x′ > a′ + 12a ja limx→a x
′ < a′.
Ta¨sta¨ na¨hda¨a¨n suoraan, etta¨ raja-arvoa ei ole olemassa, kun a 6= 0. Osoitetaan
viela¨, etta¨ raja-arvoa limx→0 x′ ei ole olemassa. Ma¨a¨ritella¨a¨n kaksi funktiota
Z+ → Z+:





), missa¨ pi on i:nnes alkuluku,
p(x) = pienin alkuluku, joka on suurempi kuin a(x)
∏x
m=1 pm.
p(x):lle pa¨tee na¨in ollen a(x)
∏x
m=1 pm ≤ p(x) < 2a(x)
∏x
m=1 pm. Ta¨ma¨
pa¨tee, silla¨ Bertrandin postulaatin mukaisesti lukujen n ja 2n va¨lista¨ lo¨ytyy












Havaitaan, etta¨ ta¨ma¨ jono la¨hestyy lukua 0, kun x:a¨a¨ kasvatetaan rajatta.
Koska a(x)
∏x
m=1 pm ≤ p(x) < 2a(x)
∏x



































Havaitaan siis, etta¨ jonoa molemmin puolin rajoittavat funktiot la¨hestyva¨t
molemmat lukua 0, jolloin myo¨s jono itse la¨hestyy lukua 0, kun x kasvaa ra-
jatta.





































































































































Koska molemmat rajoittavat funktiot kasvavat rajatta, niin tekee myo¨s
jono. Na¨in ollen x′ hajaantuu, kun x la¨hestyy lukua 0.

5.2. Logaritmin derivaatta. Aritmeettinen derivaatta ei ta¨yta¨ aina li-
neaarisuutta, joten emme voi myo¨sko¨o¨n olettaa, etta¨ tulon logaritmi olisi yhta¨
suuri kuin tulontekijo¨iden logaritmien summa. Ma¨a¨ritella¨a¨n seuraavaksi loga-
ritmin derivaatta ld(x).











, ld(−x) = ld(x), ld(0) =∞.





Lause 24. Kaikille rationaaliluvuille pa¨tee ld(xy) = ld(x) + ld(y).













= ld(x) + ld(y).

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5.3. Potenssin derivaatta. Seuraavaksi laajennetaan aritmeettisen de-
rivaatan ma¨a¨ritelma¨ koskemaan potenssin derivointia.
Lause 25. Olkoon x ja y rationaalilukuja ja x positiivinen. Nyt pa¨tee

























Erityisesti alkuluvuille p pa¨tee nyt (pp)′ = p · pp−1 · p′ = p · pp−1 = pp.
Seuraus 26. Olkoon a, b, c, d rationaalilukuja niin, etta¨ ab = cd (a, c positiivisia).
Silloin
b · ld(a) = d · ld(c),
a′bc = c′ad.
Erityisesti, jos a = b, c = d, saadaan aa = cc, jolloin a′ = c′.
5.4. Joidenkin irrationaalilukujen derivaatta. Laajennetaan nyt arit-
meettisen derivaatan ma¨a¨ritelma¨ koskemaan myo¨s joitain irrationaalilukuja.
Lause 27. Olkoon {p1, . . . , pk} jono eri alkulukuja seka¨ {x1, . . . , xk} jono




i = 1 jos ja vain jos x1 = x2 = · · · = xk = 0.
Todistus. Lause on selva¨sti totta, jos kaikki xi:t ovat kokonaislukuja.
Jos jokainen xi on rationaaliluku mutta ei kokonaisluku, valitaan luonnollinen
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luku m siten, etta¨ yi = mxi ∈ Z. Nyt Pm = 1, jolloin yi = 0. Na¨in ollen myo¨s
xi = 0. 
A¨skeisen lauseen nojalla voimme laajentaa aritmeettisen derivaatan ma¨a¨ritelma¨a¨.












i , missa¨ pi on alkuluku ja xi on
rationaaliluku.



















Seuraavaksi ratkaistaan muutamia differentiaaliyhta¨lo¨ita¨. Ka¨yta¨mme alus-
sa vain positiivisia kokonaislukuja mutta myo¨hemmin otamme myo¨s rationaa-
liluvut ka¨ytto¨o¨n.
6.1. n = n′.
Lause 30. n = n′ jos ja vain jos n = pp, missa¨ p on mika¨ tahansa alkuluku.
Todistus. Oletetaan ensin, etta¨ n = pp. Nyt lauseen 7 mukaan n′ =
pp · p
p
= pp = n. Oletetaan sitten, etta¨ n = n′. Koska n on luonnollinen luku,
se on jaollinen alkuluvulla p. Nyt lauseen 15 mukaan n on jaollinen luvulla
pp tai sitten n 6= n′. Ja¨lkimma¨inen on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten n
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on jaollinen pp:lla¨. Eli n = ppm. Lauseen 14 mukaan nyt n′ = ppm + ppm′.
Oletusten mukaan nyt pa¨tee
n′ = n⇔ ppm+ ppm′ = ppm⇔ ppm′ = 0⇔ m′ = 0
Nyt lauseen 6 ja oletusten mukaan m = 1. Eli n = pp. 
6.2. n′ = a. Ensiksi toteamme, etta¨ suora seuraus lauseesta 6 on se, etta¨
differentiaaliyhta¨lo¨lla¨ n′ = 0 on vain yksi positiivinen kokonaislukuratkaisu
n = 1. Lisa¨ksi aritmeettisen derivaatan ma¨a¨ritelma¨n mukaan p′ = 1 kaikille
alkuluvuille. Na¨in ollen yhta¨lo¨lle n′ = 1 ratkaisuna toimivat ainoastaan kaikki
alkuluvut. Ta¨ma¨ voidaan perustella Leibnizin sa¨a¨nno¨lla¨. Jos n ∈ N ei ole
alkuluku, se voidaan ilmoittaa tulona ja derivoida Leibnizin sa¨a¨nto¨a¨ ka¨ytta¨en.
Na¨in ollen luvun n derivaatta on aina summa kahdesta tulosta ja on aina
siis suurempi kuin 1. Kaikilla muilla tapauksilla n′ = a on a¨a¨rellinen ma¨a¨ra¨
ratkaisuja tai ratkaisuja ei ole olemassa.
Lause 31. Olkoon n mielivaltainen positiivinen kokonaisluku. Nyt n:lle
pa¨tee
n′ ≤ n log2 n
2
.




i . Ta¨llo¨in n ≥
∏k
i=1 2
ni ⇒ log2 n ≥
∑k
i=1 ni.








































≤ n logk n
k
.
Yhta¨suuruus pa¨tee vain, jos n on k:n potenssi. 
Lause 33. Jokaiselle luonnolliselle luvulle n, joka ei ole alkuluku ja voi-
daan na¨in ollen jakaa k:hon alkulukutekija¨a¨n, pa¨tee
n′ ≥ kn k−1k .
Todistus. Olkoon n =
∏k
i=1 pi luonnollisen luvun n alkutekijo¨ihin jako,























Ta¨sta¨ seurauksena on, etta¨ n′ ≥ 2√n. 
Tutkitaan nyt yhta¨lo¨n n′ = a ratkaisuiden lukuma¨a¨ria¨.
Seuraus 34. Jos yhta¨lo¨lla¨ n′ = a on luonnollisia ratkaisuja, silla¨ on niita¨
vain rajallinen ma¨a¨ra¨, kun a > 1.
Todistus. Koska a > 1, n ei voi olla alkuluku. Ka¨yteta¨a¨n nyt hyva¨ksi









Lause 35. Olkoon p alkuluku ja a = p + 2. Nyt 2p on ratkaisu yhta¨lo¨o¨n
n′ = a.
Todistus. Oletetaan, etta¨ n = 2p. Nyt
n′ = (2p)′ = 2′p+ 2p′ = 1 · p+ 2 · 1 = p+ 2 = a.
Siis 2p on ratkaisu yhta¨lo¨o¨n n′ = a, kun a = p+ 2. 
6.3. x′ = αx. Otetaan nyt ka¨ytto¨o¨n rationaaliluvut ja tutkitaan seuraa-
vaksi yhta¨lo¨n x′ = αx ratkaisuiden lukuma¨a¨ria¨, kun molemmat x ja α ovat
rationaalilukuja. Tarkastellaan siis luvun α mahdollisia arvoja.
Lause 36. Jokainen rationaaliluku, jonka nimitta¨ja¨ voidaan esitta¨a¨ eri-
laisten alkulukujen tulona, m
p1p2p3...pk






pi on alkuluku ja ai ∈ Z.
Todistus. Ka¨yteta¨a¨n todistuksessa hyo¨dyksi induktiota. Kun k = 1, ta-
paus on selva¨. Oletetaan nyt, etta¨ jokainen muotoa m
p1p2p3...pk
oleva rationaalilu-





. Osoitetaan nyt, etta¨ myo¨s jokainen muotoa
m
p1p2p3...pkpk+1
voidaan esitta¨a¨ vastaavanlaisena summana. Tutkitaan seuraavaa
summaa:
m





jossa ak+1 on kokonaisluku, jolle pa¨tee
(ak+1)(p1 . . . pk) ≡ −m ( mod pk+1)
Ta¨llainen luku on olemassa, silla¨ kokonaisluvut muodostavat ja¨a¨nno¨sluokkaryhma¨n
( mod p) yhteenlaskun suhteen ja ta¨ssa¨ ryhma¨ssa¨ Zp jokainen nollasta poik-
keava alkio viritta¨a¨ ryhma¨n. Na¨in ollen saadaan
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m





m+ ak+1p1 . . . pk
p1 . . . pk+1
.
Ka¨yteta¨a¨n nyt tietoa ak+1:sta¨ hyva¨ksi, jolloin tiedeta¨a¨n, etta¨
m+ ak+1p1 . . . pk ≡ 0 ( mod pk+1).
Na¨in ollen siis osoittaja on jaollinen luvulla pk+1, jolloin summa on muotoa
m





m+ ak+1p1 . . . pk









on selkea¨sti kokonaisluku. Ta¨llo¨in
m







p1 . . . pk
.
Viimeinen luku voidaan esitta¨a¨ summana rationaaliluvuista, joiden ni-
mitta¨ja¨t ovat alkulukuja, induktio-oletuksen mukaisesti. 
Ka¨yteta¨a¨n seuraavaksi a¨sken todistettua lausetta hyva¨ksi.
Lause 37. Yhta¨lo¨lla¨ x′ = αx on ratkaisuja jos ja vain jos α on rationaa-
liluku, jonka nimitta¨ja¨ on nelio¨to¨n.
Todistus. Ma¨a¨ritella¨a¨n ensin lauseessa esiintynyt nelio¨to¨n nimitta¨ja¨. Ni-
mitta¨ja¨ on nelio¨to¨n, kun sen tekija¨na¨ ei ole minka¨a¨n ma¨a¨rittelyjoukkoon kuu-
luvan luvun nelio¨ta¨.
Osoitetaan ensiksi, etta¨ jos yhta¨lo¨lla¨ x′ = αx on ratkaisuja, niin α:lla on
nelio¨to¨n nimitta¨ja¨.
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+ · · ·+ xk
pk
+ . . . .
Helposti na¨hda¨a¨n, etta¨ kun lavennetaan murtoluvut α:n lausekkeessa sa-
mannimiseksi ja suoritetaan yhteenlasku, niin yhteisena¨ nimitta¨ja¨na¨ oleva luku
on nelio¨to¨n. Siis α:n jakajassa ei ole alkulukua, jolla on suurempi potenssi kuin
1.
Oletetaan sitten puolestaan, etta¨ α:lla on nelio¨to¨n nimitta¨ja¨ ja osoitetaan,
etta¨ yhta¨lo¨lla¨ on ratkaisuja.
Lauseen 36 mukaan jokainen rationaaliluku, jolla on nelio¨to¨n nimitta¨ja¨,
voidaan esitta¨a¨ summana rationaaliluvuista, joilla on jakajana alkuluku. Na¨in




+ · · · + xk
pk
+ . . . . Ta¨ma¨ viittaa
suoraan siihen, etta¨ yhta¨lo¨lla¨ x′ = αx on ratkaisu px11 . . . p
xk
k . . . .

Todistetaan viela¨ lause ratkaisujen lukuma¨a¨ra¨sta¨.
Lause 38. Jos yhta¨lo¨lla¨ x′ = αx on yksi ratkaisu, joka ei ole 0, niin silla¨
on loputon ma¨a¨ra¨ ratkaisuja.
Todistus. Lause voidaan muotoilla toisin: jokainen luku α, joka voidaan
esitta¨a¨ summana rationaaliluvuista, joilla on jakajana alkuluku, voidaan esitta¨a¨

















, missa¨ c ∈ Z, ah = aj = 0.
24
Ta¨ta¨ lukua α vastaava luku x on pa11 . . . p
c
h . . . p
−c
j . . . . Koska c voi olla mika¨
tahansa kokonaisluku, on erilaisia vaihtoehtoja lukematon ma¨a¨ra¨. 
6.4. n′′ = 1. Tutkitaan viela¨ toisen kertaluvun derivaattaa n′′ = 1, missa¨
n ∈ Z+. Todetaan ensin muutama seuraus.
Seuraus 39. Differentiaaliyhta¨lo¨lla¨ n′′ = 1 on a¨a¨reto¨n ma¨a¨ra¨ ratkaisuja
luonnolisissa luvuissa.
Lauseen 35 mukaan nyt voidaan todeta, etta¨ 2p on ratkaisu yhta¨lo¨o¨n, jos
p ja p+ 2 ovat alkulukuja. Na¨in ollen saadaan seuraus.
Seuraus 40. On olemassa loputon ma¨a¨ra¨ pareja p, p + 2, missa¨ p ja p +
2 ovat alkulukuja.
Seuraus 41. On olemassa loputon ma¨a¨ra¨ kolmikkoja p, q, r, missa¨ p, q, r
ovat alkulukuja, siten, etta¨ P = pq + pr + qr on alkuluku.
Seurauksen 41 kolmikko p, q, r tuottaa aina ratkaisun n = pqr yhta¨lo¨o¨n
n′′ = 1, silla¨ n′ = P . Na¨in ollen kaikki ratkaisut voidaan kuvata seuraavalla
ma¨a¨ritelma¨lla¨.
Ma¨a¨ritelma¨ 42. Luku n on ratkaisu yhta¨lo¨o¨n n′′ = 1 jos ja vain jos
seuraavat ehdot ovat voimassa:










, missa¨ p on alkuluku.
(3) Jos k on parillinen, niin pi:n pienin alkuluku tulee olla 2.
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7. Sophie Germainin alkuluvut ja Cunninghamin ketjut
Ma¨a¨ritelma¨ 43. Alkuluku p on Sophie Germainin alkuluku, jos 2p + 1
on myo¨s alkuluku.
Oletettu seuraus Sophie Germainin alkuluvuille on, etta¨ niita¨ on loputto-
masti, mutta ta¨ta¨ ei ole pystytty viela¨ todistamaan. Ta¨lla¨ hetkella¨ lo¨ydetyista¨
luvuista suurin on 18543637900515 · 2666667 − 1.
Ma¨a¨ritelma¨ 44. Cunninghamin ketjun muodostaa alkulukujen joukko.
Ensimma¨isen tyypin Cunninghamin ketju koostuu luvuista {p, 2p + 1, 2(2p +
1)+1, ...}, missa¨ kaikki muut paitsi viimeinen luku on Sophie Germainin alku-
luku. Toisen tyypin Cunninghamin ketju koostuu 1. tyypin tapaan alkuluvuista
{p, 2p− 1, 2(2p− 1)− 1...}.
Cunninghamin ketju on kokonainen, jos sita¨ ei voida ena¨a¨ jatkaa. Eli jos
sarjan seuraava luku ei ole ena¨a¨ alkuluku, ei sarjaa voida jatkaa.
Tutkitaan nyt Sophie Germainin alkulukujen ja Cunninghamin ketjujen
ominaisuuksia aritmeettisen derivaatan avulla. Potenssin derivaatan avulla
voidaan nyt todeta, etta¨ kaikille alkuluvuille p pa¨tee
(24p)′ = 4 · 23p+ 24p′ = 24(2p+ p′) = 24(2p+ 1).
Nyt siis, jos p on Sophie Germainin alkuluku, derivaatassa luku 2p + 1 on
myo¨s alkuluku. Na¨in ollen alkulukujen ”Sophie Germain” -ominaisuus tulee
esille differentiaaliyhta¨lo¨issa¨.
Lause 45. Kaikille positiivisille kokonaisluvuille m pa¨tee (24m)′′ ≥ 24(4m+
3), ja yhta¨ suuruus pa¨tee ainoastaan, jos m on Sophie Germainin alkuluku.
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Todistus. Oletetaan ensin, etta¨ m ∈ N, mutta m ei ole alkuluku. Nyt
(24m)′ = 4 · 23m+ 24m′ = 24(2m+m′),
(24(2m+m′))′ = 4 · 23(2m+m′) + 24(2m+m′)′
= 24(4m+ 2m′) + 24(2m+m′)′
= 24(4m+ 2m′ + (2m+m′)) > 24(4m+ 3).
Oletetaan nyt, etta¨ m ∈ N ja m on alkuluku. Ta¨llo¨in
(24m)′ = 24(2m+m′) = 24(2m+ 1),
(24(2m+ 1))′ = 4 · 23(2m+ 1) + 24(2m+ 1)′
= 24(4m+ 2 + (2m+ 1)′) ≥ 24(4m+ 3).
Helposti na¨hda¨a¨n, etta¨ viimeisen epa¨yhta¨lo¨n yhta¨suuruus pa¨tee ainoas-
taan, jos 2m+ 1 on alkuluku, eli m on Sophie Germainin alkuluku. 
Seuraus 46. Yhta¨lo¨lle n′′ = 4n + 48, missa¨ n = 24p ja p on alkuluku, on
a¨a¨retto¨ma¨n monta eri ratkaisua.
Lause 47. Jokaiselle Cunninghamin ketjulle, jossa on k termia¨, pa¨tee
(24m)(k) ≥ 24(2km+ 2k − 1) ja yhta¨suuruus pa¨tee vain, jos {m, 2m+ 1, 4m+
3, ...} ovat alkulukuja.
Todistus. Todistetaan lause induktion avulla. Cunninghamin ketjulle,
jossa on yksi termi, pa¨tee (24m)′ = 4 ·23m+24m′ = 24(2m+m′) ≥ 24(2m+1).
Yhta¨suuruus pita¨a¨ paikkansa vain ja ainoastaan silloin, kun m′ = 1 eli m on
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alkuluku.
Oletetaan, etta¨ Cunninghamin ketjulle, jossa on k termia¨, pa¨tee (24m)(k) =
24(2km+ 2k − 1). Nyt
(24m)(k+1) = ((24)(k))′
= (24(2km+ 2k − 1))′
= 4 · 23(2km+ 2k − 1) + 24(2km+ 2k − 1)′
= 24(2k+1m+ 2k+1 − 2 + 1)
≥ 24(2k+1m+ 2k+1 − 1).
Yhta¨suuruus pa¨tee vain ja ainoastaan silloin, kun Cunninghamin ketjun
k:nnes termi 2k+1m+ 2k+1 − 1 on alkuluku. 
8. Yhteenveto ja avoimia tutkimusongelmia
Tutkielmassa on nyt onnistuneesti ma¨a¨ritelty aritmeettinen derivaatta en-
sin luonnollisille luvuille ja sitten rationaaliluvuille. Ma¨a¨ritelma¨ on onnistut-
tu koskemaan myo¨s potenssin derivointia seka¨ joitain irrationaalilukuja. Arit-
meettisen derivaatan ominaisuuksia on tutkittu eri tavoin seka¨ derivaattaa on
onnistuttu rajoittamaan erilaisilla raja-arvon ma¨a¨rityksilla¨. Tutkielmassa on
myo¨s lo¨ydetty ratkaisuja erilaisiin differentiaaliyhta¨lo¨ihin ja tutkittu lukuteo-
rian sovelluksien ominaisuuksia aritmeettisen derivaatan avulla.
Avoimia ja lisa¨tutkimusta vaativia ongelmia voisivat olla esimerkiksi: On-
ko olemassa sellaista lukua k, etta¨ n(k) = n, kun n′ 6= n? Onko olemassa
rationaalilukuratkaisua x yhta¨lo¨o¨n x′ = a jokaisella luvun a arvolla?
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